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BAB 1
FUNGSI

A. Pengertian Fungsi
Konsep “fungsi” merupakan hal yang penting dalam berbagai cabang matematika.
Pengertian fungsi dalam matematika berbeda dengan pengertian dalam kehidupan
sehari-hari. Dalam pengertian sehari-hari, “fungsi” adalah guna atau manfaat. Kata
fungsi dalam matematika sebagaimana diperkenalkan oleh Leibniz (1646-1716)
digunakan untuk menyatakan suatu hubungan atau kaitan yang khas antara dua
himpunan, sehingga fungsi dapat dikatakan merupakan hal yang istimewa dari suatu
relasi antara dua himpunan.
Perhatikan berikut ini :
Lima buah gelas yang sama ukurannya, tingginya masing-masing 12 cm
disusun seperti pada gambar di samping. Gelas kedua dan seterusnya hanya
separo  yang dapat masuk ke gelas di bawahnya. Jika diukur tinggi
keseluruhannya diperoleh:

Banyak gelas 1 2 3 4 5

Tinggi tumpukan | 12 cm 18 cm 24 cm 30 cm 36 cm

Jika ada 8 gelas, berapa tinggi tumpukannya? Jika tinggi sebuah gelas adalah t
dan ada 10 gelas, berapa tinggi tumpukannya?

Tinggi tumpukan “merupakan fungsi” banyak gelas. Perubahan banyaknya gelas
terkait atau berelasi langsung dengan perubahan tinggi tumpukan. Jika tinggi
setiap gelas t cm dan banyak gelas g, nyatakan sebuah fungsi yang menyatakan
hubungan antara tinggi tumpukan dan banyak gelas yang ditumpuk.

Suatu fungsi dapat kita bayangkan sebagai suatu mesin yang dapat kita gambarkan :

X —» | Funggsi | —» {(x)

Masukan f Keluaran

Ia memproses bilangan ( masukan ) sehingga diperoleh suatu hasil ( keluaran ). Setiap
bilangan yang dimasukkan hasilnya satu bilangan tunggal sebagai keluaran, tetapi dapat
terjadi bahwa beberapa masukan yang berlainan dapat menghasilkan keluaran yang
sama.

Untuk mendefinisikan suatu fungsi f dari himpunan A ke himpunan B diperlukan :

1) suatu himpunan A



2) suatu himpunan B
3) aturan yang memasangkan setiap elemen x€ A dengan satu elemen tunggal yeB

Perhatikan diagram dibawah ini:

Relasi fungsional atau sering
disingkat fungsi sering juga
disebut dengan istilah
pemetaan (mapping) didefinisi-
kan sebagai berikut:

Definisi: Suatu fungsi f dari himpunan A ke himpunan B adalah suatu relasi yang
memasangkan setiap elemen dari A secara tunggal , dengan elemen pada B.

Ditulis f: A — B dibaca “fungsi f memetakan A ke B”

Apabila f memetakan suatu elemen x € A ke suatu y € B dikatakan bahwa y adalah
peta dari x oleh f dinotasikan dengan f(x), dan biasa ditulis dengan fix — f(x),
sedangkan x biasa disebut prapeta dari f(x)

Himpunan A dinamakan daerah asal (domain) dari fungsi f , sedangkan himpunan B
disebut daerah kawan (kodomain) sedangkan himpunan dari semua peta di B
dinamakan daerah hasil (range) dari fungsi f tersebut.

Ada beberapa cara penyajian fungsi, di antaranya:

1) Dalam diagram panah.

2) f: D - K. Ini menyatakan bahwa fungsi f mempunyai domain D dan kodomain K.
Untuk selanjutnya jika domain dan kodomain fungsi tidak dinyatakan yang
dimaksud adalah himpunan bilangan real yang mungkin memenuhi terjadinya
fungsi, misalnya : f(x) = Vx, hanya terdefinisi bila x > 0 dan x € R.

Lambang fungsi tidak harus f. Misalnya :

o =1yl + At)ataul(t)=1o(1 + At)

e u,=n’+2natau u(n) = n’+2n
3) Penyajian pasangan berurutan

Cara ini efektif hanya jika himpunannya terbatas dan anggotanya “diskrit”
4) Grafik Kartesius
5) Dalam bentuk aturan-aturan atau dengan kata-kata, misalnya:

a) tambah 1 dan (kemudian) kuadratkan.

b) kuadratkan dan (kemudian) tambah 1



6)

7)

8)

9

Aturan seperti pada 5. a) dan b) dapat dinyatakan dalam bentuk aljabar:

a) (x + 1)? atau f(x) = (x + 1)* > yang terakhir ini
disebut persamaan fungsi

b) x>+ 1 atau f(x) = x> + | — yang terakhir ini

disebut persamaan fungsi

Dalam bentuk persamaan :
eksplisit, misalnya y = 2x + 3 dengan y = f(x). Dalam hal ini x disebut peubah
bebas, y peubah terikat.

implisit, misalnya 2x —y +3 =0

Penyajian parametrik:
Jika sebuah fungsi f: x — y = f(x) atau bentuk relasi tertentu disajikan dalam dua
fungsi secara terpisah dalam bentuk x = fi(t) dan y = f5(t) , t dinamakan sebuah
parameter.

x =2t 1

Contoh: {yz 1, merupakan bentuk parameter dari y = 4% yang diperoleh
2

dengan mengeliminasi t dari kedua persamaan.
Fungsi kuadrat yang persamaannya f(x) = x* dengan domain himpunan semua
bilangan cacah kurang dari 11 mungkin lebih mudah dipahami dengan

menyajikannya dalam bentuk tabel:

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 110
x| 0 1 4 9 116 | 25136149 | 64 | 81 | 100

Contoh 1:

Diagram di atas adalah fungsi karena pertama,
terdapat relasi (yang melibatkan dua himpunan
yakni A dan B) dan kedua, pemasangan setiap

elemen A adalah secara tunggal.

Contoh 2 :

Diagram di samping bukan merupakan fungsi

karena ada elemen A yang dipasangkan tidak

oo ow
e N < X

secara tunggal dengan elemen pada B




Contoh 3 :

3\ Grafik di samping menyajikan sebuah fungsi,
(=24) 24) namakanlah fungsinya adalah f.

Misalnya domainnya D¢ dan rangenya Ry maka fungsi
1i1) 151 itu dapat didefinisikan f: x — f(x) = x*.
€Oy PX ¢ De=1{2,-1,0,1,2},Re= {0, 1,4},

e 4 disebut bayangan (peta) dari 2 dan dari —2. Karena f(2) = 4 dan juga f(-2) = 4.
e —2dan 2 disebut prapeta dari f, dan dilambangkan f'(4) = 2 atau — 2.

e Nilai f bernilai 0 untuk x = 0. Nilai yang menyebabkan f bernilai 0 disebut
pembuat nol atau harga nol fungsi. Misalnya : f(x) = x* — 2x, maka ada dua

pembuat nol yaitu 0 dan 2.
Contoh 4 :
Diketahui A = {x | -3 <x <3, x € R} dan suatu fungsi f: A > R

Ditentukan oleh rumus f(x) = x* + 1

a. Carilah f(-1), f(0) dan prapeta dari 5
b. Dengan melukis grafik, tentukan daerah hasil dari fungsi f.
c. Jelaskan bahwa f adalah suatu fungsi.
Jawab:
a. f(xX)=x"+1=f-1)=(-1)+1=2
f0)=0"+1=1

Prapetadari 5 > X+ 1 =5 o x’ =4 o x =+2

Sehingga prapeta dari 5 adalah 2 atau —2

y

: f(-3) = (-3 + 1 =10

i hasil f3)=(3)*+1=10

titik balik (0,1)

Jadi daerah hasil dari fungsi f adalah:

R={y|l§y§lO,yeR},karenanilai

-
N

X f(x) = y terletak pada interval tersebut

<« daeraL asal - sebagaimana terlihat pada sumbu y.

c. Karena f suatu relasi dimana setiap elemen pada domain A (sumbu x) dipasangkan

secara tunggal maka f merupakan fungsi.



B. Macam-macam Fungsi
1. Beberapa Fungsi Khusus
Jika daerah asal dari fungsi tidak dinyatakan maka yang dimaksud adalah himpunan

semua bilangan real (R). Untuk fungsi-fungsi pada R kita kenal beberapa fungsi khusus

antara lain sebagai berikut.

1). Fungsi Konstan

Fungsi f:x— C dengan C konstan disebut

fungsi konstan (tetap).

Fungsi f memetakan setiap bilangan real dengan C.
Grafik fungsi konstan y = f(x) dengan f(x) = ¢ adalah garis lurus yang sejajar
sumbu X untuk ¢ # 0 dan berimpit dengan sumbu X jika c =0

Contoh :

Fungsi f: x —> 3

3 y =f(x) =3 f (-2)=3
f-2)=3 f(5)=13 £ g - g
<

ol 4

2). Fungsi Identitas
Fungsi R—R yang didefinisikan sebagai:
1 : x— x disebut fungsi identitas

Grafik fungsi identitas y = x adalah garis lurus yang melalui O(0,0).

y y=x
f(h)=1
3
5 f(2)=2
| f(3)=3
< XY 1 2 3 X
3). Fungsi Modulus

Nilai mutlak ( modulus) suatu bilangan real x didefinisikan sebagai :



x| x jikax >0
X:
-x jikax <0

Misalnya: |3 |=3; |-3]=3

Fungsi M : x = M(x) disebut fungsi modulus jika M(x) = |f(x)|
Contoh :

Grafik fungsi f yang didefinisikan oleh f(x) = |x — 3| adalah :
f(x) =[x - 3|

x-3jikax-3>0
< f(x) = 3
-(x-3)jikax-3<0
< > -3 jikax >3
) N -x+3jikax <3

4). Fungsi Genap dan Fungsi Ganyjil
Fungsi f: x — f(x) disebut fungsi genap jika f(—x) = f(x), dan
Fungsi f: x — {(x) disebut fungsi ganjil jika f(—x) = —{(x), sedang fungsi yang tidak
memenuhi salah satu dari pernyataan di atas dikatakan fungsi yang tidak genap
maupun tidak ganjil.
Contoh :
1. Fungsif: x —> x? adalah fungsi genap, sebab f(—x) = (—x) 2o x%=¢ (x)

2. Fungsif: x —» x> — 2x adalah fungsi ganyjil

sebab f(-x) = (=x)° = (=X) = — x> + x = —(x> = x) = —f(x)

2

3. Fungsif: x > x“ —x adalah bukan fungsi genap maupun ganjil

sebab f(—x) = (—x)2 —(—x) = x% +x di mana bentuk terakhir ini tidak sama

dengan f(x) maupun —f(x).

5). Fungsi Tangga atau Fungsi Nilai Bulat Terbesar
Yang dimaksud dengan pembulatan kenilai bulat terbesar, adalah :
[[x]]={b|b<x<b+1,bbilangan bulat, xeR}
Contoh :
Jika -2 < x < -1 maka [[x]] = -2

—1<x<0 maka[[x]]=-1



0<x<Ilmaka[[x]]=0 ........
7<x <8 maka [[x]] =7
Fungsi f: x — [[x]] disebut fungsi nilai bulat terbesar.

Grafik fungsi f(x) = [[x]], untuk x € R, diperlihatkan sebagaimana kurva di bawah :

Y? Oleh karena grafiknya menyerupai
i tangga, maka f(x) = [[x]], sering
3@ ~—
! ! disebut fungsi tangga.
29--mmmm- —
l I———~'_1I) i i
’ A S >
POl 1 2 3 4
—1 X
t

6). Fungsi Linear
Fungsi f: R — R yang didefinisikan : f(x) = ax + b, a dan b konstan dengan
a # 0 disebut fungsi liniar.
7). Fungsi Kuadrat
Fungsi f: R — R yang didefinisikan : f(x) = ax* + bx + ¢ dengan a,b,c € R dan
a # 0 disebut fungsi kuadrat.
8). Fungsi Turunan

Fungsi f: R — R adalah suatu fungsi yang diketahui dan f ditentukan oleh :

f(x)= }11113 Sx+ hh) mAC) maka f disebut fungsi turunan

2. Jenis Fungsi
Dengan memperhatikan elemen-elemen pada domain dan kodomain yang direlasikan
dalam suatu fungsi, maka kita mengenal jenis fungsi yakni sebagai berikut :
1). Injektif ( Satu-satu)
Misalkan fungsi f menyatakan A ke B maka fungsi f disebut suatu fungsi satu-satu
(injektif), apabila setiap dua elemen yang berlainan di A akan dipetakan pada dua
elemen yang berbeda di B. Dapat dikatakan bahwa f:A—B adalah fungsi injektif

apabila a # a’ berakibat f(a) # f(a”) atau ekuivalen jika f(a) = f(a’) berakibat a=a’.

Contoh:
1).
Adapun fungsi pada A = {bilangan asli} yang
didefinisikan dengan f(x) = 2x adalah fungsi satu-

01NN B W~




satu, sebab kelipatan dua dari setiap dua bilangan
yang berlainan adalah berlainan pula.
2). Fungsi f pada R yang didefinisikan dengan f(x) = x* bukan suatu fungsi satu-satu
sebab f(-2) = f(2).
2. Surjektif (Onto)
Misalkan f suatu fungsi yang memetakan A ke B maka daerah hasil f(A) dari fungsi
f adalah himpunan bagian dari B, atau f(A) < B, fungsi ini kita kenal dengan nama
fungsi into ( ke dalam). Jika f(A) = B, yang berarti setiap elemen di B pasti
merupakan peta dari sekurang-kurangnya satu elemen di A maka kita katakan f
adalah suatu fungsi surjektif atau “f memetakan A onto B”
Contoh:
1). Fungsi f: R—>R yang didefinisikan dengan rumus f(x) = x* bukan fungsi yang

onto karena himpunan bilangan negatif tidak dimuat oleh hasil fungsi tersebut.

2) ae X
be oy Misal A = {a, b, c, d} dan B = {x, y, z} dan fungsi
C e o7 f: A — B disamping adalah suatu fungsi yang
de surjektif karena daerah hasil f adalah sama dengan
. ) B kodomain dari f (himpunan B).

3. Bijektif (Korespondensi Satu-satu)
Suatu pemetaan f: A— B sedemikian rupa sehingga f merupakan fungsi yang injektif
dan surjektif sekaligus, maka dikatakan “f adalah fungsi yang bijektif” atau “ A dan
B berada dalam korespondensi satu-satu”.

Contoh:
1y
' Relasi dari himpunan A = {a, b, ¢} ke
> himpunan B = {p, q, r} yang didefinisikan
sebagai diagram di samping adalah suatu
fungsi yang bijektif.
2). Fungsi f yang memasangkan setiap negara di dunia dengan ibu kota negara-
negara di dunia adalah fungsi korespondensi satu-satu (fungsi bijektif), karena
tidak ada satu kotapun yang menjadi ibu kota dua negara yang berlainan.

C. Aljabar Fungsi



Jumlah dan Selisih Dua Fungsi
Apabila f dan g masing-masing adalah fungsi dengan domain D¢ dan D, dan peta-
peta f(x) dan g(x) ada pada kedua domain tersebut maka :
1). Jumlah fungsi f dan g ditulis dengan simbol f + g adalah suatu fungsi :
f+g:x— f(x)+g(x)
2). Selisih fungsi f dan g ditulis dengan simbol f - g adalah suatu fungsi :
f-g:x->f(x)-gx)
Adapun domain dari f + g dan f — g adalah irisan dari Dy dan D, (D D, )
Contoh :
Diketahui fungsi f dan g masing-masing pada R yang didefinisikan dengan f(x) = x*
dan g(x) =2x +3 . Tentukan : a). f+ g
b).f-g
¢). prapeta dari 12 untuk fungsi f—g
Jawab:
a).f+g:x > fx)+gx) =x"+(2x+3)=x"+ 2x+3
Jadi (f+g)x)=x"+ 2x+3
b).f-g:x —>f(x)-g(x)=x2-(2x+3)=x2- 2x -3
Jadi (f-g)x)=x"- 2x-3
0. (f-g)x)=12 = x*- 2x-3=12
ox - 2x-15=0
S (x+3)(x-3)=0
&x=-3ataux=5

Jadi prapeta dari 12 untuk fungsi f— g adalah x =-3 ataux =5

Perkalian dan Pembagian Dua Fungsi
Apabila f dan g masing-masing adalah fungsi dengan domain Dr dan D, dan peta-
peta f(x) dan g(x) ada pada kedua domain tersebut maka :

1). Hasil kali fungsi f dan g ditulis dengan f x g didefinisikan dengan :
fxg:x—>f(x)xgkx)

2). Hasil bagi fungsi f dan g ditulis dengan f didefinisikan dengan :
g
— X ) dengan g(x) # 0
g g(x)



Adapun domain dari f x g dan f adalah irisan dari Dy dan D, (DN Dy )
g

Contoh :

Diketahui fungsi f dan g masing-masing pada R yang ditentukan oleh f(x) = 2x + 3
dan g(x) =x - 1. Tentukan :

a). rumus fungsi fx g dan (fx g)(2)

b). rumus fungsi £ dan domain £
g

Jawab :
a).fxg:x—)f(x)xg(x)=(2x+3)(x—l)=2x2+x—3

Jadi rumus fungsi(fxg)(x)=2x2+x—3dan(fxg)(2)=7
b). f X ) _ 2x+3

g gx)  x-1
2x +3

dan

Jadi rumus fungsi f x) =
g

domain dari fungsi f adalah Dy M Dg=R — { x|x—1=0}={ x|x e Ryx=l}
g

Latihan 1 :

1. Diketahui himpunan D = {1,2,3,4,5}. Suatu relasi pada D ini, manakah
yang berupa
pemetaan dan berikan alasannya !
a). R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}
b). R ={(1,2),(2,3),(2,4),(4,5),(5,1)}
c). R={(1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2)}
2. Nyatakan apakah grafik-grafik berikut adalah grafik fungsi. Berilah alasannya:

a. b

oy b
R

3. Suatu fungsi f: R—R ditentukan oleh f(x) = x* + 2

a). Tentukan f(-1), f(a), dan f(1).
b). Tentukan a jika f(a) = 27

c). Anggota manakah dari daerah asal yang mempunyai peta 18 ?

d). Tentukan daerah hasil fungsi f.



4. Diketahui fungsi pada R yang didefinisikan dengan :
1,jikax<0
f(x)=< 2,jika0<x<2
3,jikax>2
Gambarlah sketsa grafik tersebut !
5. Tuliskan rumus fungsi f yang ditentukan oleh aturannya berikut ini:
a) kuadratkan, kemudian kurangi dengan dua kalinya
b) kuadratkan, tambah 3, kemudian kalikan dengan 4
¢) kurang dengan 3, kuadratkan, kemudian tarik akar kuadratnya
6. Manakah yang merupakan fungsi injektif, surjektif, atau bijektif dari fungsi dengan
domain {1, 2, 3, 4}, yang didefinisikan sebagai berikut?
a. R={(1,1),(2,3),3,5), (4, 7); jika kodomainnya {1, 2, 3,4, 5, 6, 7}
b. R={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 1); jika kodomainnya {1, 2, 3}
c. R={(1,4),(2,3),3,2),(4,1);jika kodomainnya {1, 2, 3, 4}
d. R={(1,1),(2,2),3,2),(4,4); jika kodomainnya {1, 2, 3,4, 5, 6}

7. Jika A dalan interval [— l,l]atau A={ x| -1 <x<1,xeR }, tentukan daerah kawan
fungsi f: A>R yang didefinisikan berikut ini agar fungsi ini surjektif !
a. f(x) =x* b. f(x) =2x + 1 c. f(x)=x-3

8. Gambarlah grafik fungsi modulus berikut :
a f:x —>-|x b.f:x =1+ x| c. f:x—)‘x2—1‘

9. lika f(x) adalah fungsi kuadrat , maka fungsi apakah g(x) jika g(x) = f(x +p) — f(x)

10. Jika fungsi f dan g terdefinisi pada bilangan real , yang didefinisikan f(x)=2x-1,

dan g(x) = x + 3 maka tentukan :

. f
a. Rumus fungsif+g, f—g, fxgdan —
g

b. Derah hasil dari fx g

c. Daerah asal dari £
g

BAB I



KOMPOSISI FUNGSI DAN FUNGSI INVERS

A. Fungsi Komposisi
1. Menentukan Fungsi Komposisi
Misalkan fungsi f memetakan himpunan A ke dalam himpunan B, dan fungsi g

memetakan himpunan B ke dalam C sebagaimana ilustrasi di bawah ini :

g(y)=g(f(x))

gof
Untuk ae A maka petanya f(a) berada di B yang juga merupakan domain dari fungsi g,

oleh sebab itu pasti diperoleh peta dari f (a) di bawah pemetaan g yaitu g (f(a)). Dengan
demikian kita mempunyai suatu aturan yang menentukan setiap elemen acA dengan
tepat satu elemen g(f(a))eC. Fungsi baru inilah yang disebut fungsi komposisi dari f
dan g, yang dinyatakan dengan notasi g o f (dibaca “g bundaran f”). Secara singkat, jika
f: A — B, dan g : B > C maka kita definisikan suatu fungsi komposisi g o f :A— C
sedemikian hingga (g o f)(a)=g(f(a)). Perhatikan bahwa fungsi komposisi g o f adalah

penggandaan fungsi yang mengerjakan f dahulu, baru kemudian mengerjakan g.

fg

Dengan memperhatikan definisi dari fungsi komposisi di atas , dua fungsi f : A — B,
dan g : C — D dapat diperoleh fungsi komposisi gof apabila daerah hasil dari fungsi
atau Ry merupakan himpunan bagian dari C ( domain g atau D, ). Demikian juga agar
diperoleh fungsi komposisi fog maka syaratnya daerah hasil dari fungsi g yakni R,

haruslah menjadi himpunan bagian dari domain f, yaitu R,c A

Contoh 1:



Misalkan f: A — B dan g : B — C yang didefinisikan sebagai berikut :

A—f »B —2 ¢
(gof) : A — C ditentukan oleh :
(gob) (a) =g (fa)) =g (x) =
(gof) (b) =g (f(b)) =g (y)=r

(goh) (©)=g(f(c) =g (z)=s
Contoh 2

Fungsif: R - R, g: R — R dan h: R - R yang didefinisikan oleh rumus f (x) = x + 2
, g (x) =3x” dan h(x) = 2x - 3
Tentukan : a) (gof) (1) dan (fogoh) (1)

b) rumus untuk (gof), (fog) dan (fogoh)

Jawab :
a. (gof)(D=g(f(1)=g(1+2)=g3)=33%)=27
(fogoh) (1) = f (g(h(1))) =f (g(-1)) =f(3) =3 +2=5
b. (gof):x = (goh) X) =g (f(x) =g (x+2)=3(x+2)*=3x"+12x + 12
Sehingga (gof) : x — 3x” + 6x + 12
(fog) : x = (fog) (x) = f (g(x)) = £ (3x%) = 3x* + 2
Sehingga (fog) : x — 3x* +2
(fogoh) : x — (fogoh)(x) = f (g(h(x)))

=f(g(2x - 3))
=f(302x-3)*=f(12x*—36x +27)=12x>—36x + 29
Sehingga (fogoh) : x — 12x* — 36x + 29
Contoh 3:
Fungsif:R >R dang: { x| x 21, xeR) — R didefinisikan oleh rumus f (x) =x +2 ,

dan g(x) =+/x—1 . Selidiki apakah gof ada, jika tidak ada tentukan domain dari fdan g

agar diperoleh gof

Jawab :

Karena daerah hasil dari fungsi f atau R; tidak merupakan himpunan bagian dari
domain g, yaitu Ry > D, sehingga gof tidak dapat didefinisikan, misalnya f(2) = 4 dan
4 €Dy, tetapi f(-2) = 0 dan 0¢Dy.

Agar diperoleh gof maka daerah hasil dari fungsi f harus merupakan himpunan bagian
dari domain g . Dari fungsi g(x) =Jx-1 dengan domain D, ={x| x 21, xeR ) sedang



(gof) (x) = g (f(x)) = g(x + 2) = y/(x +2) 1 = V/x +1 . Dengan demikian domain dari f,

yaitu D¢ diperoleh dari x + 1 2 0 < x >-1. Jadi, D= {x| x>-1,xeR).

2. Sifat-sifat Komposisi Fungsi

Dua buah fungsi f dan g dikatakan sama ( f = g ) apabila kedua fungsi tersebut

mempunyai domain yang sama. Dan setiap elemen di domain a€D diperoleh peta yang

sama dari kedua fungsi, yaitu f(a) = g(a).Dari definisi kesamaan fungsi didapat sifat-

sifat komposisi fungsi sebagai berikut :

1). Komposisi fungsi tidak bersifat komutatif ( contoh 2b di atas bahwa gof # fog )

2). Komposisi fungsi bersifat asosiatif fo(goh) = (fog)oh

3). Fungsi I yang memetakan I : x — x disebut fungsi identitas atau fungsi netral
sehingga lof = fol = f

4). Jika untuk fungsi f : x — f(x) dan fungsi g : x - g(x) yang terdefinisi pada suatu
domain sedemikian sehingga diperoleh fog = gof =1 dengan I fungsi identitas maka
g dapat dikatakan sebagai fungsi invers dari f ditulis dengan notasi .

Jadi fof'=flof=1

B. Fungsi Invers

1. Invers Suatu Fungsi

Misalkan f suatu fungsi dari A ke dalam B dan misalkan untuk suatu acA petanya
adalah f(a) = beB, maka invers dari b (dinyatakan dengan (b)) adalah elemen-elemen
dalam A yang memiliki beB sebagai petanya.

Secara singkat, jika f : A — B sedemikian hingga f : x — f (x) maka yang dimaksud
dengan invers fungsi f adalah : £ (b) = {x | xeA,f(x) = g} (notasi ' dibaca “ f invers” )
Contoh :

Misalkan f: A — B didefinisikan sebagaimana diagram panah berikut :

maka :
fl(x)=b
fli(y)=a

A



flz)=c¢

2. Fungsi Invers

Misalkan f adalah suatu fungsi dari A ke dalam B. Pada umumnya f"'(b) untuk suatu
beB dapat terdiri lebih dari satu elemen atau mungkin tidak ada. Jika f: A — B adalah
suatu fungsi yang bijektif, maka untuk setiap beB, invers f(b) akan terdiri dari sebuah
elemen tunggal dalam A. Dengan demikian kita mendapatkan suatu aturan yang
menetapkan untuk setiap beB dengan suatu elemen tunggal f'(b) dalam A. Oleh sebab
itu f' adalah suatu fungsi dari B ke dalam A, dan kita tulis fungsi f' : B — A.

Disini fungsi f kita sebut “ fungsi invers dari f

Catatan : Suatu fungsi f : A —B akan diperoleh fungsi invers f : B—> A hanya apabila

f suatu fungsi yang bijektif, injektif dan surjektif sekaligus
Secara umum jika f adalah fungsi bijektif maka f menentukan setiap xe A ke yeB, dan

! menentukan setiap yeB ke xeA , sehingga : f(x)=y < ' (y) =x

3. Menentukan rumus fungsi invers
Telah diuraikan sebelumnya bahwa jika f dan f' adalah fungsi-fungsi yang saling
invers, maka f(x) =y < ' (y) =x

Perhatikan gambar sebagai berikut :

Untuk menentukan rumus fungsi invers dari fungsi f dapat dilakukan langkah-langkah:
- Memisalkan f(x) =y
- Menyatakan x dalam y



variable y dengan x
Cara menentukan fungsi invers dari beberapa bentuk fungsi antara lain :

a). Menentukan rumus umum fungsi invers dari fungsi linear

Untuk fungsi f(x) = ax + b dapat dicari fungsi inversnya sebagai berikut :

Misal: f(x)=y= y=ax+tboax=y-b

y—b

< fiy)=

Xx—b
a

a

Jadi, jika f(x) = ax + b, maka f'(x) =
Contoh :

. 1 x-3
Jika f(x) = 2x + 3 maka f '(x) = ——

b) Menentukan rumus umum fungsi invers dari fungsi rasional

Jika f) = X0 w2 T ke Pl = 2R 52 @ (buktikan 1)
cx+d cx—a c
Contoh :
| Jika £ = 2 2T maka £l = X L2
3X+5 3 3x +2 3
2 Jika £ = o2t k2l maka £l = 22X gLt
-6x+2 3 -6x—-3 2
1.1 L S |
3. Jika fx)= 2—3 x#0 maka f '(x)= 1 13 = % 3
—X —X - —x+0
4 47 2 4
_1
_ 3 -4
= = ,X#2
o1 3x-6
—X -—
4" 2
4.Jikaf(x):22 _X*2 L6
—x+4 —x+4
3
maka f_l(x) _ -Ax+2 0 -4x+2 -12x+46 :_6X+3,x¢0
2 2 2X X
—x-0 —X
3 3

¢). Menentukan rumus umum fungsi invers dari fungsi kuadrat.

Menentukan rumus dari f'(x) dengan mengingat f'(y) = x dan mengganti



f(x)=ax> +bx+c
misal : f(x) =y
y=ax’ +bx+c < ax’ +bx =y-c

b -C
o xi+ 2x=2°¢

a a

2a a  4da’
4 _ 2
- Ao, v
4a 4a
4ay - 4ac + b’
= =
4a
4 *. 4
- ay+b ac

/4ay + b2 4ac
i B /4ay +b’-4ac
2

2
- Xzﬁi\/4ay+b -4ac
2a 2a
-b+4/4ay + b’ - 4ac
= X =

2a

b+ 2.
o fl(y)= b+./4ay+b” -4ac

2a

-b+ z.
o f1(x)= b+4/4ay + b -4ac

2a

t\.)|o_

Jadi, jika f(x) =ax’ +bx +c,

-b++/4ax + b’ -4ac

2a

maka f'(x)=

Invers fungsi akan merupakan fungsi jika dipenuhi syarat-syarat sebagai fungsi.

Contoh :



Jika f(x) =x* + 2x — 3 maka :

-2+:V4x+4+12
2

-2+ V4x +16
2

_ 2+ fA(x+49)

2

_ -2Evx+4
2

=—-1t4Jx+4 , x>-4

Jadi fungsi inversnya adalah :
flx)= —1+Jx+4 , x>-4 atau
flx)=-1-Jx+4 , x>-4

£ (x) =

Catatan

Jika suatu fungsi kuadrat dapat dinyatakan sebagai:

1. f(x)=(x+p)>+q,maka
f (x)=-p t4x-q

2. f)=p(x+a’+r
£ =-qt [T
p

Contoh

. Jikaf(x)=x?> +2x-3=(x+1)>-4 maka ' (x)=-1tv/x+4 , x >-4
Jadi fungsi inversnya adalah : f(x) = ~1+/x+4 , x>-4 atau
flx)= -1-/x+4 , x>-4

2. f(x)=4x>-16x+25 =4 (x>~ 4x)+25=4 (x> —4x +4-4) +25

=4 (x% —4x+4)— 16 +25
=4 (x-2)% +9



9
flx)=2+. |22
(x) 2

=2i%\/x—9 , X-920,x>9

Jadi fungsi inversnya adalah : f'(x) = 2+ % AX-9 , x>9 atau

fl(x)= 2-%@ , X>9
d). Menentukan rumus umum fungsi invers dari fungsi dalam bentuk akar
f(ix)=%ax + b
y=tfax+b
Syl=ax+b
Sax=y"—b

o x=2 -b

a
y -b

o' (y)=

Jadi, £ (x) = =2

n
Jika f(x) = Yax + b , maka £ ! (x) = X
a

Contoh:

Tentukan rumus fungsi invers dari

1. f(x)=+/x+3 3. f(x)=3-3x+4
2. f(x)=3/2x-5
Jawab
2.3 x° -4
1. 1) =2 3. f'(x)=
(x) 1 (x) 3
.3 =X +4
3
3
5
2. ()=
(x) 5

4. Fungsi Invers dari Fungsi Komposisi
Misalkan fungsi h merupakan fungsi komposisi dari fungsi f dan g ditulis h = gof maka

invers dari fungsi h adalah fungsi invers dari fungsi komposisi h dapat ditulis dengan

notasi h™' = (gof) ™.



Untuk menentukan fungsi (gof)" jika masing-masing fungsi f dan g diketahui, salah satu
jalan yang dapat ditempuh dengan menentukan terlebih dahulu fungsi komposisi gof
kemudian menetukan fungsi inversnya. Dapat juga karena dari sifat komposisi fungsi
bahwa (gof)”' adalah fungsi yang jika dikomposisikan dengan gof akan diperoleh fungsi
identitas I(x) = x , yaitu (gof)'o (gof) = I sehinga akan kita dapatkan suatu sifat bahwa :
(gof)'=f'og" (Buktikan ! )
Contoh :
Jika f dan g adalah fungsi pada R yang didefinisikan f(x) = x + 3 dan g(x) = 2x — 1.
Tentukan : a). f' dan g’

b). g'of'danf'o g’

¢). (gof)” dan (fog)™

Jawab :
a). fl(x)=x—-3 dan g’'(x) = le
b). (g0 1)) = g (F1x) =g (x — 3) = (X'z)” = "f
1 -1 ol :1X+1:X+1_:X_-5
(o g0 = (g o =1 ) = 0 5= 2
c).(goH)x)=g(f(x))=g(x+3)=2x+3)-1=2x+5

Misalkan : (go f)(x) =y < 2x+5=y

&S 2x=y-5
y-3
2
B} X-5
<:>(gof)1(x)=7
X-5

Jadi (gof)'(x)= =R

(fog)x)=flg(x))=f2x-1)=(2x-1)+3=2x+2
Misalkan (fog)(X)=y < 2x+2=y

<X =

o (fog'() = 222

Jadi (fog)'(x)= XTZ



Latihan 2
1. Fungsi f : R>R dan g : R—R ditentukan oleh f(x) = 3 — 2x dan g(x) =x> + |
d. Tentukan ( gof )(2) dan ( fog )(2)
e. Tentukan rumus fungsi ( gof )(x) dan ( fog )(x)
f.  Jika ( gof )(x) =2, tentukan x !
g. Tentukan daerah asal dan daerah hasil dari gof dan fog

2. Fungsi f, g, h adalah terdefinisi pada bilangan real , yang didefinisikan f(x)=x+2,
g(x) = 2x — 3 dan h(x) = x*

a. Tentukan rumus fungsi ( gof )(x) dan ( fog )(x)
b. Tentukan rumus fungsi ( gof )™(x) dan ( fog )" (x).
c. Tentukan rumus fungsi komposisi ( fogoh )(x) dan ( hogof )(x)
d. Carilah x sebagai peta dari ( fogoh )(x) = 7 dan ( hogof )(x) =9
3. Diketahui fungsi linear f(x) = ax + b dan fungsi kuadrat g(x) = ax” + bx + ¢ pada

bilangan real

a. Buktikan bahwa komposisi fungsi dari dua fungsi linear dari kedua urutan adalah juga
fungsi linear

b. Buktikan bahwa komposisi fungsi dari fungsi linear dan kuadrat dari kedua urutan
adalah fungsi kuadrat

4. Tentukan fungsi invers dari :

_ _ 2x+4
a). f(x) =3x +5 ¢). f(x) e
b). f(x) = x 2~ 4x + 9 d). f(x)= X-%

2x +1

X-

5. Diketahui f(x) = ,x #3 Tentukan nilai a, jika f' (a) =-4




BAB Il

PERSAMAAN, PERTIDAKSAMAAN DAN GRAFIK FUNGSI

A. Persamaan , Pertidaksamaan Linier dan Grafiknya

Persamaan adalah kalimat terbuka yang mengandung hubungan “ sama dengan “ (“ = “
Sedangkan apabila menggunakan relasi “ <, >, <, atau > “ dinamakan pertidaksamaan.
1. Persamaan Linier
Dari bentuk fungsi linier f(x) = ax + b, dengan a , b konstan dan a # 0, maka pembuat
nol fungsi, yaitu ax + b = 0 merupakan bentuk umum persamaan linier dengan satu
peubah. Untuk menyelesaikan persamaan digunakan sifat dasar bahwa :
Suatu persamaan tidak berubah himpunan penyelesaiannya, jika kedua ruas persamaan:

- ditambah atau dikurangi dengan bilangan yang sama

- dikalikan atau dibagi dengan bilangan yang sama, asal bukan nol
Grafik fungsi linear berbentuk garis lurus dengan persamaan y = ax + b, dengan a , b
konstan dan a # 0. Untuk menggambar grafik fungsi linier bisa dilakukan dengan dua
cara yaitu dengan membuat tabel dan dengan menentukan titik potong dengan sumbu-x
dan sumbu-y.
Contoh : Gambarlah grafik fungsiy =2x + 3
Penyelesaian :

-Dengan membuat tabel :

y=2x+3
X -1 0 1
y 1 3 5

Dari tabel diperoleh titik-titik berupa ¢

pasangan koordinat, kemudian

dihubungkan, sehingga tampak
membentuk garis lurus.

-Dengan menentukan titik-titik potong dengan sumbu-x dan sumbu-y

X _E 0
2
y 0 3

Kedua titik potong tersebut digambar dalam bidang K
artesius kemudian dihubungkan sehingga tampak membentuk garis lurus.

Persamaan Garis Lurus



Perhatikan grafik berikut :  y—qx) o

f(q) - f(p)

b q-p
P ,

f(x)=ax+b—>1f(p) =ap+b

flqQ) =aq+b
f(q) - f(p)= a(q-p)

fl) -t _
q-p

a = tan o, disebut gradien dari garis y = ax + b tersebut.

Dari jabaran di atas tampak bahwa gradien tersebut merupakan nilai perbandingan
antara selisih komponen y dan x dari dua sebarang dua titik pada garis tersebut. Jika
persamaan garis y = ax + b maka gradiennya adalah a dan melalui titik (0,b).

Secara umum sebuah garis lurus (yang tidak sejajar atau berimpit dengan sumbu Y)
persamaannya adalah y = mx + n. dengan m adalah gradien ( koefisien arah ) garis yang
menunjukkan kecondongan garis. Garisnya condong ke kanan jika dan hanya jika m >
0 dan condong ke kiri jika dan hanya jika m < 0.

Jika garis y = mx + n melalui titik (x;, y1), maka dipenuhi y; = mx; + n diperoleh:

y —y; =m(x — X;) yaitu persamaan garis melalui (x;, y;) dengan gradien m.

Jika garis itu juga melalui titik (X2, y2) makay, —y; =m(x2 —x;) & m= % .
2741
Jika nilai m tersebut disubstitusikan ke persamaan itu maka diperoleh:
_Y2-V1 Y™ _ ™ -
—y; = -X1) & = k
Yy-V1 o— (X —Xx1) V¥ - X% yang merupakan persamaan garis

melalui dua titik (x,, y2) dan (xi, y1).
Persamaan garis juga dapat dinyatakan dalam bentuk implisit: Ax + By + C =0 yang

ekuivalen dengany =— % X+ % dengan gradien m = f% .

Untuk setiap pasang garis g; : Aixx+By+C; =0
2 : Aox + Byy + C, = 0, maka:

1) AL # B < g; dan g, berpotongan pada sebuah titik.
Az B
A _B LG

2) = g, // g (sejajar ) < tidak ada titik persekutuan

= # —
Ay By C



3 AL_BL _G
Ay By Cp

Dari pengertian tersebut maka :

= g1 =g» (berimpit ) < ada tak berhingga titik persekutuan

A_BL AL Ay o AL Ay
Ay B; B; B, B; B, b
Dari hubungan tersebut diperoleh:
1) m; =m, = g;//g; atau g; = g,.
atau: gi//gyp =>my=m, dan g; =g, => m; =m,
i)
Ya Misalkan g; dan g, adalah dua garis yang
A
masing-masing tidak sejajar sumbu koordinat
~ 1 .
B X1,¥1) dan keduanya saling tegak lurus.
g1: y=m;x + n; memotong sumbu X di titik
C(—n—1 ,0) dan g, memotong sumbu X di titik
o o mj
/o 90— a2
c q A D X
/ D22 ),
mj

Misalkan kedua garis berpotongan di T(x), y;), maka diperoleh y; = m;x; + n; dan

y1 = mpXtns.

Sedangkan ATAC dan ADAT sebangun, sehingga AC : TA =TA : AD.

Diperoleh: (x; — (—21—11)) CYI=Yl (7:;_22, X1)

=04

2 (myxp+np)(mpx;+ny)

mypmy

X .
=_YIXN berarti: mym, = — 1

mpmy

Jadi untuk setiap g; dan g, yang tidak sejajar atau berimpit sumbu koordinat maka :

g1 L g (tegak lurus ) < mm, =-1

2. Pertidaksamaan linier

Suatu bilangan a disebut lebih besar dari pada bilangan b jika a — b > 0 dan a disebut

lebih kecil dari pada b jika a — b < 0. Untuk menyelesaikan pertidaksamaan digunakan

sifat-sifat bahwa :

- Ruas — ruas suatu pertidaksamaan boleh ditambah atau dikurangi dengan bilangan

yang sama



- Ruas — ruas suatu pertidaksamaan boleh dikalikan atau dibagi dengan bilangan
positif yang sama
- Jika ruas — ruas suatu pertidaksamaan dikalikan atau dibagi dengan bilangan
negatif yang sama, maka tanda pertidaksamaannya harus dibalik
- Jika a dan b bilangan positif dan a < b, maka a” < b
Contoh :
Tentukan nilai x yang memenuhi pertidaksamaan : a’x —4 <4a’—x
Jawab :
(@’ +1)x <4 (a+1)= x <4 ( membagi a’ + 1 diperkenankan karena selalu positif )
Untuk menggambar grafik dari pertidaksamaan linear dijelaskan sebagai berikut :
vA Garis y = ax + b akan membagi bidang
Kartesius menjadi tiga bagian yakni :
y=ax+b {xy) |y <ax+b}{(xy)|y=ax+b},
dan {(x,y) | y > ax + b}, atau
daerah di sebelah bawah, garis itu

(0,b) sendiri dan daerah di sebelah atas garis
/ y=ax +b.

>X
/O

Contoh :Arsirlah daerah yang menjadi tempat kedudukan titik-titik yang dapat

ditunjukkan dengan {(x,y) |y = 3x — 6}

Jawab :

Gambarlah garis y = 3x — 6.

Ya y=3x-6

X 0 2
y -6 0

X, 0,-6 2,0

. > X (xy) 0,-6) | (2,0)

(2,0) Untuk mencari daerah, ujilah salah
satu titik. misalkan titik O(0,0) :
(0.-6) 0,0) > y=3x-6 >0>3.0-6,

(dipenuhi)
Jadi daufah yang diminta adalah daerah yang memuat O(0,0), sebagaimana daerah yang

diarsir di atas.



B. Persamaan Kuadrat dan Grafik Fungsi Kuadrat
1. Persamaan Kuadrat
Bentuk umum persamaan kuadrat adalah ax> + bx +¢=0, dengan a,b,ce R dan a#0
Setiap pengganti x yang memenuhi persamaan dinamakan penyelesaian atau akar
persamaan tersebut. Akar-akar persamaan kuadrat dapat dicari dengan:
- pemfaktoran

- melengkapi bentuk kuadrat sempurna

—b+~b* —4ac
2a
Apabila ax> + bx + ¢ = 0 akar-akarnya x; dan x, maka sifat-sifat akar persamaan

- Rumus abc: x,, =

kuadrat dapat dirumuskan :
X1 +Xp= _—b dan x1.x, = ¢ serta Xj - Xo = —D ( Buktikan !)
a a a
Untuk menyusun persamaan kuadrat baru yang akar-akarnya diketahui dengan sifat-
sifat di atas, karena persamaan kuadrat tersebut dapat dirumuskan :
(x—=x1)(x—-%2)=0

= xzf(x1+xz)x+x1.xz=0

jumlah akar hasil kali akar

Contoh :

2 _ax +24 =0 adalah 5. Tentukan a !

1). Selisih akar — akar persamaan x
Jawab :

Misalkan akar-akar persamaan x; dn x; maka :

X1-X0=5 iiiiiiiiii. 1)
X1tXo=a .oiiiininn.. 2)
X1X2—24 ............ 3)

Dengan menjumlahkan dan mengurangkan 1) dan 2) di dapat :

%(a+5)danxz=%(a—5)substitusike3)maka

X1 =

X1.Xy =24 = %(a2—25)=24

< a?-25=96

< a’=121 Jadia=11 ataua=-11



2). Susunlah persamaan kuadrat baru yang akar-akarnya kebalikan dari akar-akar
persamaan x* — 3ax + 2a’ =0

Jawab:

x* —3ax +2a° = 0 akar-akarnya x, dan x, didapat : x; + x, = 3a dan x,.x, = 2a’

maka persamaan kuadrat barunya :

1 3a 11 1

Jumlah akar : L t—=— dan hasil kali akar ;: —.— = —

X, X, 2a X, x, 2a’
Jadi persamaan kuadrat baru :
3a
2a°

2. Grafik Fungsi Kuadrat

x*—( )x+%:0 atau 2a’x’ —3ax+ 1 =0
a

Grafik fungsi kuadrat berbentuk parabola dengan persamaan y = ax> + bx =+ c, dengan
a,b,c € Rdan a = 0. Jika a > 0, parabola terbuka ke atas sehingga mempunyai titik
balik minimum, dan jika a < 0 parabola terbuka ke bawah sehingga mempunyai titik
balik maksimum.

Jika ditinjau dari nilai a dan D ( diskriminan D = b* — 4ac ) maka sketsa grafik

parabola sebagai berikut:

a<0,D>0 a<0,D=0 a<0,D< 0
X1=X2
X] Xo ¢
Definit negatif
a>0,D>0 a>0,D=0 a<0,D=0

XU X2 X1=X2 Definit positif

gklah-langkah-dalam mensgambar srafikfungstkoadrat

(@7

2. Tentukan pembuat nol fungsi - y = 0 atau f(x) =0



Pembuat nol fungsi dari persamaan y = ax” + bx + ¢ diperoleh jika ax®+ bx + ¢=0.
Sehingga diperoleh nilai x yang memenuhi ax’ + bx + ¢ = 0 Nilai ini tidak lain
adalah absis titik potong dengan sumbu-x, sedangkan untuk menentukan titik
potong dengan sumbu-y, dapat dilakukan dengan mensubstitusikan nilai x tadi pada

persamaan kuadrat semula.

3. Tentukan sumbu simetri x = —

2a

4.  Tentukan titik puncak P (x,y) dengan x = =t dan y =
2a —4a
5. Gambarlah sketsa grafiknya
Contoh :
Gambarlah sketsa grafik fungsi y = x>— 6x + 5
Penyelesaian :
a. Menentukan pembuat nol fungsi, dengan pemfaktoran diperoleh :
X—6x+5=0 < (x—1)(x=5)=0

< x=lataux=5

b. Menentukan sumbu simetri x = _2—: = %_?) = g =3

c. Menentukan titik puncak P (x,y)
Karena nilai x sudah diperoleh maka tinggal mencari nilai y dengan substitusi x = 3
pada fungsi semula

y=3"-6(3)+5 {5 >

=90-18+8 = 4
Jadi puncak parabola adalah titik (3, —4)

sehingga sketsa grafiknya seperti pada gambar di samping. -4 [~---->

C. Pertidaksamaan Kuadrat dan Pecah
Untuk menyelesaikan pertidaksamaan ini langkah-langkahnya :
- Jadikan ruas kanan nol
- Uraikan bentuk itu atas faktor-faktor linear dan tentukan harga-harga nolnya
- Harga nol itu dilukis pada garis bilangan, kemudian periksa dengan sebarang nilai
misal nol untuk menetapkan tanda “ + ““ atau “ —*
Contoh :

Tentukan nilai X yang memenuhi pertidaksamaan :



D.x(x+1)<7x* =12
2).(x=1)(x+5)(x=3)<0

3). 2x+7 <1
x—1
Jawab :

D.x(x+1)<7x’-12 & X*+x-7x*+12<0
S -6 +x+12<0
& (2x+3)(3x+4)<0
- dicari harga nol dari (-2x+3)(3x+4)=0

didapat x = - 1l dan x = 1l
3 2

- pada garis bilangan kita tetapkan tanda-tandanya :

------- +++++++ --mmm - - - -

S 1= 1=

Jadi nilai x yang memenuhi adalah : x < - 1% atau x > l%

2). (x — 1)* selalu positif, karena suatu kuadrat
(x — 3)* selalu berubah-ubah, dengan jalan sama seperti (x + 5) karena pangkat ganjil
sehingga pada garis bilangan kita tetapkan tanda-tandanya
U St

<+ O- —O —>
-5 1 3

Jadi nilai x yang memenuhi adalah : — 5 <x < 3 kecuali x =1

3). 2x+7 <l 2x+7_1$0
x—1 x—1
- x+8 <0
x—1

Bila kedua ruas dikalikan (x — 1)?, maka tidak merubah tanda pertidaksamaannya
S (x+8)(x-1)<0
i o S +H++++++

< @
-8

>

—(

Jadi nilai x yang memenuhi adalah : -8 <x <1

Latihan 3

1. Tentukan akar-akar persamaan :



10.

a. 9x” — 18x
b. (x=3)"+2(x-3)-3=0
' x—6_)c+3:1

2x-3  x+1

Akar-akar persamaan kuadrat x* — 8x + k = 0 adalah x; dan x,. Tentukan k dan akar-
akar persamaan itu jika :
a. 3x;=4x,+3
b. x;” +x,° =40

Jika x, dan x, adalah akar-akar dari x> — 3x + 1 = 0. Susunlah persamaan kuadrat yang

dan 1
X, +2 X, +2

akar-akarnya

Tentukan persamaan garis g yang melalui A (3,1) dan tegak lurus garis BC dimana
titik B (2,3) dan C (6,5).

Ditentukan garis g = x — 2y = 4 dan parabola y = x> — 2 . Tentukan persamaan garis
singgung pada parabola itu dan yang sejajar dengan garis g , tentukan pula koordinat
titik singgungnya.

Tentukan persamaan parabola yang melalui titik A( 1,1 ), B(-1,-1), dan C(-3,0)

Tentuka nilai x yang memenuhi pertidaksamaan :

a. 2X_3<7 dzx—_ISZ
5 X +2x+1
b. 2X_1>1 e. ‘x2—3‘<1
X+2
c. 15-7x <2x f(x*—1)(x*-6x°+12x—-8)>0

Pertidaksamaan 3x -a > XT_l + a_2x dipenuhi oleh x < -3 , berapakah nilai a

x* +4x

X2 +2

Diantara batas-batas manakah letaknya pecahan

Keuntungan harian L(x) dalam ratusan ribu rupiah diperoleh dengan produksi x satuan
barang per hari dinyatakan dengan L(x) = — 3x* + 30x — 36. Tentukan banyak produksi
setiap harinya agar produsen itu memperoleh keuntungan maksimum. Berapa

keuntungan maksimum setiap harinya?



BAB IV

FUNGSI PECAH DAN GRAFIKNYA

A. Pengertian Fungsi Pecah
Selain dikenal fungsi linear dan fungsi kuadrat yang telah dibicarakan di atas , dikenal
pula jenis fungsi yang disebut fungsi pecah. Fungsi pecah kadang-kadang juga disebut
sebagai fungsi rasional (rational functions).

Fungsi pecah dapat didefinisikan sebagai berikut.

Fungsi pecah adalah fungsi yang dirumuskan oleh f (x) = (1;(_71) dengan P(x) dan Q (x)

(x)
yang merupakan suku banyak dalam x dan Q(x) # 0 pada domainnya.
2 2
Misalnya, f(x) = ia f(x) = XA gon f(x) = X" +4x+3
* 3X=3 x? +3x-5

B. Nilai Nol Fungsi Pecah

Jika diketahui fungsi f(x) = %X)), maka nilai -nilai x yang menyebabkan f(x)= 0
X

disebut nilai nol dari fungsi f(x). Nilai nol disebut juga pembuat nol atau harga nol.

Dapat dibuktikan bahwa jika f(x) = 0, maka juga P(x)= 0. Jadi, untuk mencari nilai nol

. P(x)
fi f(x)=
ungsi f(x) Qx

, cukup dicari nilai (nilai-nilai) yang menyebabkan P(x)= 0.

Namun perlu diingat bahwa nilai x yang menyebabkan P(x) = 0 belum tentu merupakan
nilai nol fungsi f(x). Ini terjadi jika nilai x tersebut ternyata juga membuat Q(x)= 0.
Untuk x yang bersama-sama membuat P(x) dan Q(x) bernilai nol menyebabkan f(x)

mempunyai nilai tak tentu. Misalnya, pada f(x) —X2 X2 , nilai x = 1 bukan nilai nol
x“+2x-3

dari fungsi f(x) sekalipun untuk P(x) = x*+ x - 2 berlaku P(1)= 0. Ini karena juga berlaku
Q(1)=0, sehingga (1) bernilai tak tentu.

Tentu saja tidak setiap fungsi pecah mempunyai nilai nol. Ini terjadi kalau P(x) tidak
mungkin berharga nol.

Seperti diketahui, nilai nol suatu fungsi berkaitan dengan koordinat titik potong grafik
dengan sumbu X. Jadi, jika x = a adalah nilai nol dari fungsi f(x), maka (a,0) adalah

koordinat titik potong grafik dengan sumbu X.



Contoh 1:

2
Diketahui fungsi f(x) = LM Nilai nol dari fungsi tersebut dapat dicari sebagai

3x -5
berikut.
XX +4x+3=0
S+ (x+3)=0
< x=-lataux=-3
Jadi, nilai nol dari fungsi tersebut adalah x = -1 dan x = -3 dan grafik fungsi f(x)
memotong sumbu X di titik (-1,0) dan (-3,0).

Jika pada fungsi f(x) = % , dan P(x) dalam bentuk ax’ + bx + ¢ = 0. Ini berarti ada
X

atau tidaknya nilai nol fungsi f(x) tergantung kepada diskriminan dari persamaan

kuadrat.
Contoh 2 :
. x% +4x +8 . o .
Diketahui fungsi f(x) = s Pada fungsi itu, nilai diskriminan dari persamaan

xX*+4x+8 = 0 adalah D = 4> — (4)(1)(8) =16 —32=-16<0

x% +4x +8

Karena D < 0, maka f(x) = s tidak mempunyai nilai nol. Ini berarti juga

grafik f(x) tidak memotong sumbu X.

C. Grafik Fungsi Pecah
Di sini akan dibahas grafik fungsi pecah yang berbentuk :

ax+b

1. fx)= dengan p =0
px+q
2. f(x)= ;X—er dengan p =0
px~ +gx+r
2
3. f(x)= axtrbxte dengan a=0danp =0
px+q
2
4. f(x)= ax2+—bx+c dengan a=0danp =0
pX~ +qgx+r

Langkah-langkah mensketsa grafik fungsi pecah :
= Menentukan titik-titik potong dengan sumbu x dan sumbu y

= Menentukan asimptot datar, tegak dan miring



[y

[u—

= Membuat tabel yang menunjukkan dimana fungsi bernilai positif (grafik terletak di
atas sumbu x) dan bernilai negatif (grafik terletak di bawah sumbu x)

= Menentukan nilai ekstrim fungsi (hanya untuk fungsi pecah bentuk no.2, 3 dan 4)

= Menentukan titik-titik bantu (kalau perlu)

= Mensketsa kurvanya

Jenis-jenis asimptot fungsi pecah :

= Asimptot tegak, diperoleh bila penyebut bernilai nol

= Asimptot datar, diperoleh bila x —> ~

=  Asimptot miring, hanya untuk jenis fumgsi rasional yang pembilangnya
mempunyai derajat lebih tinggi satu daripada penyebutnya (khusus fungsi rasional

bentuk 3)

ax+b
px+q

. Fungsi f(x)=
Contoh 1

1

Sketsalah grafik f(x)=—

X

Langkah-langkah mensketsa :
. Titik potong sumbu x dan sumbu y tidak ada

N

Asimptot-asimptot : tegak : garis x =0
datar : untuk x — ~ diperoleh y = f(x) = 0

Jadi garis y = 0 sebagai asimptot datar

98]

Titik-titik bantu :
x|-11-2 S0 4051112131415

=
W =
I
W=
&}

W |—=
I
=

y|-1]-

b

Sketsa grafik




Contoh 2

Sketsalah grafik f(x) =
X

Langkah-langkah:

1. titik-titik potong dengan

sumbu X, syarat f(x)=y=0:>3x+2=0<:>x=—§

.. 2
titik potong (— 3’ 0)

sumbuy, syaratx =0= f(x) =y =2

2. asimptot

tegak : x+1=0

garis x = -1 sebagai asimptot tegak

datar : f(x) =

untukx—>~makal — 0 dan E —> 0
X

titik potong (0,2)

2 2
3X+2_X(3+X):3+X

x+1

3. titik-titik bantu

1+1
X

1+
X

1

Jadi asimptot datar: garis y = ?-’-—O

X|-2|-3|-4 3
yl|4 [35] 33 22
4. Sketsa grafik &
) (| ©2
(- \o
v

> X



Catatan :

. +
e asimptot datar grafik y = ad

adalah y = a
px+q p

e grafik y=

. 1
dapat diperoleh dengan cara menggeser grafik y =— sebanyak a
xX—a X
satuan ke kanan

o grafik y= a+ldapat diperoleh dengan cara menggeser grafik y = 1 sebanyak a
X X

satuan ke atas

2. Fungsi f(x) = : x+b
pPX“ +gx+r
Contoh 1 : Sketsalah grafik f(x) = 3 X
X" —x—-2

Langkah-langkah :

a. titik-titik potong dengan
sumbu x adalah (0,0)
sumbu y adalah (0,0)

b. asimptot-asimptot :

e tegak, syarat penyebut sama dengan nol
X-x-2=0(x-2)(x+1)=0< x=2ataux=-1
Jadi garis x = -1 dan x = 2 sebagai asimptot tegak
X x? (l)
*  datar f(x) = 5 = S
X“—-x-2 X2(1_)1(_2j

<2

1 . :
Jikax — ~maka— — 0. Jadi asimptot datar adalah garis y = 0 atau sumbu x
X

c. asimtot tegak dan titik potong dengan sumbu x membagi sumbu x menjadi 4 interval

yaitu:x<-1, -1<x <0, 0<x<2 danx > 2

tanda-tanda f(x) = pada tiap interval adalah sebagai berikut :

x2—x—2
- + - +
< 0—90 O >
-1 0 2

Tanda + menyatakan grafik terletak di atas sumbu x pada interval itu



Tanda - menyatakan grafik terletak di bawah sumbu x pada interval itu
d. Nilai ekstrim fungsi
Misalkan y = (x) mempunyai nilai ekstrim, maka :

X

p= oSp—px—2p-x=0

¥-x-2
Spxi+(-p-1Dx-2p=0
syarat supaya persamaan kuadrat mempunyai akar-akar D > 0
sehingga : (-p —1)> —4p(-2p) >0 < p*+2p+18p*>0
S +2p+120
Penyelesaian pertidaksamaan adalah semua p € R ( karena bentuk 9p + 2p + 1 adalah
definit positif). Dengan demikian titik ekstrim tidak ada .

Catatan : Nilai ektrim dapat juga ditentukan dengan menggunakan f’(x) = 0
e. Titik — titik Bantu

X [-3]-25] 2| -3| 3 14 23 31 35
v | -8l 4] o] 3] 4] 2] 4] %
f. Sketsa grafik
_ x
Y x'—x-2
x=-1 x=2
3x
Contoh 2 : Sketsa grafik f(x)= ————
X +5x+4

Langkah — langkah :

1. Titik potong dengan sumbu x dan sumbu y adalah (0,0)

2. Asimptot — asimptot :

e tegak, diperoleh bila x>+ 5x+4=0
x+4)+1)=0

x =-4 atau x=-1



asimptot tegak adalah garis x =-4 dan x =-1

2.3 3
x7(2) =
e datar, f(x)=y= 3 3x =— X = 5X 7
Xx“+5x+4 x (l+i+i) 1+=+ =
X 2 X 2
X X
untuk x—>~makal—>0 Sehingga yszgzo
x 1+5.0+4.0 1

Jadi asimptot datar garisy =0
3. Sumbu x dibagi menjadi 4 interval oleh titik potong sumbu x dan asimptot tegak.

Tentukan tanda f (x) untuk masing-masing interval

- + - +
<“—0 O O >
-4 -1 0
4. Nilai ekstrim
Misal f (x) mempunyai nilai ekstrim p. Dengan demikian p = 23—x
X +5x+4

@px2+5px+4pf3x=0
SpxX+Gp-3)x+4p=0
Syarat supaya persamaan kuadrat mempunyai akar-akar D > 0 sehingga :
(5p—3)*—4p (4p) =0 < 25p*—30p+9—16p* >0
< 9p*—30p+9>0
< 3p°—10p+3=0
S @Bp-1){pP-3)=20

atau p=y >3

p=y <+
3

Ini menujukkan nilai ekstrim minimum y = 3 dan nilai ekstrim maksimum y = 3
Untuk menentukan titik maksimum dan minimum, subtitusi nilai ekstrim
maksimum dan minimum ke dalam f (x), diperoleh: titik ekstrim minimum ( -2, 3 )

dan titik ekstrim maksimum (2 , % )

5. Titik-titik bantu

x [-6]-5]-3]-24]-1L[-] 1 ]2 73




IS
=
W
W
_
IS
W=
I )
&

6. Sketsa grafik

('25 3)
= _4
x = -l
ax+b .
Grafik y= — selalu mempunyai asimptot datar sumbu x
pX +gx+r
ax” +bx +c¢

3. Fungsi f(x)=
px+q

x* —4

Contoh 1 : Sketsalah grafik f(x)=

Langkah — langkah :
1. titik potong sumbu x adalah (-2 , 0) dan (2, 0)
titik potong sumbu y adalah (0,4)
2. asimptot — asimtot :
e asimptot datar tidak ada
*  tegak :x—1=0 = x=1, Garis x =1 sebagai asimptot tegak

*  miring : diperoleh dari hasil bagi pembilang terhadap penyebut

x—1 / X —4 \ x+1

X —X
x—4
x—1
-3
. x'—4 3
Dengan demikian f(x)=y = =x+1-——
x—1 x—1

. L 3 . . .
Bila x menjadi sangat besar maka 1 akan mendekati 0. Ini berarti y
x—

mendekati y =x + 1 yang merupakan asimptot miring



3. Sumbu x dibagi menjadi 4 interval oleh titik — titik potong dengan sumbu x dan
asimptot tegak. Tanda nilai f (x) untuk interval — interval tersebut :
- + _ +
-2 1 2
4. Nilai ekstrim

Misal y=p diperoleh

opx-p=x"—4

ox—px+tp-4=0
Syarat supaya persamaan kuadrat mempunyai akar — akar D > 0, sehingga :
pP—4(@4p-4)=0
opi-4p+1620
Penyelesaian pertidaksamaan ini adalah setiap p € R (karena bentuk di atas adalah
definit positif)
Jadi tidak ada nilai ekstrim

5. Titik — titik bantu :

x |54 3 [-11]-

0=

y |-34 -22| 1

1
W
|—
[\
D=
N
(9}
|—

wn
ENE
S
=

6. Sketsa grafik Y
(0,4)
-2,0
(2.0) <
x=1
ax2 +bx +c
4. Fungsi f(x)= —
pPX© +gx+r
6x°

Contoh 1 :Sketsalah grafik f(x)=

3xt+1



Langkah — langkah :

1. Titik potong sumbu x dan sumbu y adalah (0,0)
2. Asimptot — asimptot

tegak : tidak ada

6x°

3+-L

X

datar: f(x)=y=

untuk x — ~ maka 1 — 0 Jadi garisy = % =2 merupakan asimptot datar.
x +

3. f(x) selalu bertanda positif untuk x < 0 maupun x >0

4. Nilai ekstrim

6x°

3x2+1

Misal f(x) =y mempunyai nilai ekstrim p. Jadi p =

<:>3px2+p—6x2=0
< @Bp-6)x*+p=0
Syarat supaya persamaan kuadrat mempunyai akar — akar D > 0
Jadi “4Bp-6)p=0

< -12p*+24p >0

S 12p(pt2)20

- + -

0 2

Jadi 0<p<2 atau 0<y <2

Ini menyatakan nilai y terletak dalam interval 0 sampai 2. Nilai y minimum adalah
0. titik minimum (0,0). Grafik tidak memiliki nilai maksimum

5. Titik — titik bantu

x |-3]-21]-1 1 2| 3

27| 2

3 24 27
y 14 13 2

13 14

N

Sketsa grafik :




Latihan 4
2X+5

1. Diketahui f(x) =

a. Carilah titik potong grafik dengan sumbu X, titik potong grafik dengan sumbu Y,
asimtot mendatar, dan asimtot tegaknya.

b. Tunjukkan bahwa fungsi tersebut tidak mempunyai titik balik.

c. Sketsalah grafiknya.

2. Tentukan asimtot-asimtot grafik fungsi f(x) = % , jika grafiknya melalui titik-titik
cX +

(0,1), (3,2), dan (4,3).

ax+b

3. Grafiky = melalui titik (-1,4) dan mempunyai asimtot-asimtot x = - % dan

cx+d

1
y= 5 Tentukan rumus fungsinya.

4. Diketahui fungsi f(x) = S . Tentukan :

x2+5x+4

titik potong grafik dengan sumbu-sumbu koordinat

a
b. asimtot-asimtotnya

c. titik balik dan jenisnya
d. sketsalah grafiknya
5. Seperti soal no 4 untuk fungsi f(x) = zx;l
x —2x-3
ax? +bx +c
6. Grafik y = ——— memotong sumbu X di titik-titik (-3,0) dan (2,0) dan
pPX“ +qx+r1

. : . 1 .
mempunyai asimtot garis-garisx =1, x =-4 dany = 5 Tentukan rumus fungsinya.

2
7. Grafik y = ax”tbxte memotong sumbu-sumbu koordinat di titik-titik (3,0), (-5,0)

px +q

dan (0,5). Grafik fungsinya mempunyai asimtot garis x = -3. Tentukan rumus fungsinya.

2
8. Fungsi f(x) = X rpx+q mempunyai nilai balik 3 dan 7. Hitung p dan q.
ax” +bx +c¢ . e
9. Grafik f(x) = — hanya mempunyai asimtot tegak x = -1, melalui titik (-3,-2)
pPX“ +qx+r1

dan mempunyai titik balik (1,2). Tentukan rumus fungsi itu.



